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Résumé :
L’objectif de l’article est l’étude statistique, dans le cadre de la mécanique de la rupture fragile, de la déformation
coplanaire du front d’une fissure plane semi-infinie se propageant entre deux matériaux élastiques isotropes de
propriétés de rupture aléatoire. Différents types de chargements cycliques sont envisagés. Les calculs sont basés
sur les travaux de Lazarus et Leblond (1998) qui ont étendu la théorie tridimensionnelle des fonctions de poids de
Bueckner (1987) et Rice (1985) au cas d’une fissure d’interface et donné, au premier ordre, la variation du taux de
restitution d’énergie résultant d’une petite perturbation du front. Cela permet de quantifier l’évolution du désordre
en calculant différentes grandeurs mathématiques liées à la fonction d’autocorrélation de la déviation du front par
rapport à un front droit de référence. Les résultats sont comparés au cas d’une fissure dans un milieu homogène et
la dépendance par rapport au type de chargement est soulignée.
Abstract :
The aim of this paper is to study, within the framework of brittle fracture mechanics, the coplanar deformation of a
semi-infinite plane crack, lying between two different isotropic elastic media , supposing random interface rupture
properties. Various types of cyclic loadings are considered. Calculations are based on the paper of Lazarus and
Leblond (1998) which extended the three-dimensional weight functions theory of Bueckner (1987) and Rice (1985)
to the case of an interface crack and gave, to the first order, the variation of the energy restitution rate due to a
small inplane disturbance of the front. It allows to quantify the evolution of the disorder of the initial straight crack
front by calculating various mathematical quantities related to the function of autocorrelation of the perturbation.
The results are compared with the case of a crack in an homogeneous medium and the dependance toward the type
of loading is emphasized.
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1 Introduction
ConsidØrons une ssure d’interface plane semi-innie à front droit situØe entre deux ma-
tØriaux Ølastique isotropes (cf. g. 1). Les deux matØriaux, de coefcient d’ØlasticitØ ν1,µ1 et
ν2,µ2, occupent respectivement les demi-plans y > 0 et y < 0 et sont soudØs le long du demi-
plan y = 0 , x > 0. La ssure est situØe dans le demi-plan y = 0 , x < 0. Le chargement est
supposØ invariant par translation le long de z et tel que les facteurs d’intensitØ de contraintes
sont de la forme :
K(a) = a−i+αKo (1)
KIII(a) = a
αKoIII
avec K(a) = KI(a) + iKII(a),  =
1
2pi
ln µ1+(3−4ν1)µ2
µ2+(3−4ν2)µ1
une constante reliØe à la diffØrence de
nature entre les deux matØriaux, a la distance du front à une ligne xØe, K o, KoIII indØpendant
de a.
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Le coefcient α caractØrise la stabilitØ ou l’instabilitØ de la propagation du front sous charge-
ment monotone :
 Si α < 0 ; elle est stable. C’est le cas par exemple d’un chargement linØique sur les lŁvres
de la ssure (g. 1(a)) pour lequel α = − 1
2
.
 Si α > 0 ; elle est instable. C’est le cas par exemple de contraintes uniformes sur les lŁvres
de la ssure (g. 1(b)) pour lesquelles α = 1
2
.
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(a) Chargement linéique sur les lèvres de la fissure
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(b) Chargement uniforme sur les lèvres de la fissure
FIG. 1 – Fissure d’interface semi-infinie entre deux matériaux élastiques isotropes
Perturbons lØgŁrement le front de la ssure, à l’intØrieur du plan de ssure par la quantitØ δa
qui reprØsente la distance entre le front de rØfØrence et sa nouvelle position (g. 1). Lazarus and
Leblond (1998a) ont donnØ les variations de ces facteurs d’intensitØ de contrainte au premier
ordre :
δK(z, t) =
dK
da
δa(z, t) +
1 + 2i
8 cosh(pi)
{
γ+V P
∫ +∞
−∞
K
δa(z′)− δa(z)
|z′ − z|2+2i
dz′ (2)
+ γ−V P
∫ +∞
−∞
K
δa(z
′
)− δa(z)
(z′ − z)2
dz′
+
2
1− ν
γIIIPF
∫ +∞
−∞
KIIIsgn(z
′ − z)
δa(z′)− δa(z)
|z′ − z|3+i
dz
}
et
δKIII(z, t) =
dKIII
da
δa(z, t) +
γ
4
V P
∫ +∞
−∞
KIII
δa(z′)− δa(z)
(z′ − z)2
dz′ (3)
+
(1− ν)
4
Re
[
γzPF
∫ +∞
−∞
Ksgn(z′ − z)
δa(z′)− δa(z)
|z′ − z|3+i
dz′
]
Les constantes γ ; γ+ ; γ− ; γIII ; γz sont donnØes numØriquement dans Lazarus and Leblond
(1998b) et analytiquement dans Bercial-Velez et al. (2005) ou Piccolroaz et al. (2007) et dØ-
pendent uniquement des caractØristiques Ølastiques des matØriaux.
2 Evolution temporelle des composantes de Fourier de la perturbation
Notons G(z, t) le taux de restitution d’Ønergie au point z à l’instant t, on a :
G(z, t) = Λ|K(z, t)|2 + Λ
′
K2III(z, t) (4)
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oø Λ ≡ (1−µ1)/µ1+(1−ν2)/µ2
4 cosh2(pi)
et Λ′ ≡ 1
4
(
1
µ1
+ 1
µ2
)
La loi de propagation du front utilisØe est celle de Paris :
∂a(z, t)
∂t
= c(1 + δc(z, x))[G(z, t)]
N
2 |δc|  1 (5)
La petite uctuation δc le long de l’interface entraine une uctuation δa de l’avancØe du front
qui peut donc Œtre dØcomposØe en :
a(z, t) = a(t) + δa(z, t), |δa(z, t)|  a(t) (6)
oø a(t) est la valeur moyenne de la position du front.
Introduisons les transformØes de Fourier des uctuations de la constante de Paris et de la per-
turbation :
δ̂c(k, x) =
∫ +∞
−∞
δc(z, x)eikzdz, δ̂a(k, t) =
∫ +∞
−∞
δa(z, t)e−ikzdk (7)
En insØrant l’eqn (7)2 dans les eqns (2) et (3) ; en dØcomposant G(z, t) = G(a) + δG(z, t) et
en reprenant sa transformØe de Fourier δ̂G(k, a), on obtient :
δ̂G(k, a)
G(a)
=
N
a
[α− f(ka)] δ̂a(k, a) (8)
avec
f(ka) = A + Re(B|ka|2i)
oø
A =
γΛ
′
4Go(a)
Ko
2
III +
(1 + 2i)
8Go(a) cosh(pi)
γ−Λ|ka|pi|K
o|2
et
B =
Λ tanh(pi)
8Go(a)
[
γ+K
o2
Γ(1− 2i)
]
Go(a) = a
−2αG(a)
En introduisant ensuite l’eqn (8) dans la transformØe de Fourier de l’eqn (5), en utilisant l’eqn 7,
en identiant les diffØrents termes liØs à a(t) et δ̂a(k, t) et en Øliminant t dans ces Øquations, δ̂a
est alors considØrØ comme une fonction de a au lieu de t, on aboutit à une Øquation diffØrentielle
sur δ̂a :
∂δ̂a(z, t)
∂a
=
N
a
[α− f(ka)] δ̂a(k, a) + δ̂c(k, a) (9)
AprŁs rØsolution de l’eqn (9), nous obtenons :
δ̂a(k, a) =
∫ a
ao
[
Ψ(ka)
Ψ(ka′)
]N (
a
a′
)αN
δ̂c(k, a′)da′ (10)
avec
Ψ(p) = exp
{∫ p
0
F (p′)
p′
dp′
}
= exp
[
−A|p| − Re
(
B|p|1+2i
1 + 2i
)]
(11)
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3 Etude du désordre du front de fissure
L’Øtude statistique proposØe est analogue à celle utilisØe par Favier et al. (2006) pour Øtudier
l’Øvolution du dØsordre du front d’une ssure en forme de fente innie dans un milieu Ølastique
isotrope homogŁne. Nous considØrons un grand nombre de rØalisation possible de l’hØtØro-
gØinitØ δc de la constante de Paris et de la gØomØtrie δa du front de ssure. Nous supposons
Øgalement que la fonction δc(z, x) est statistiquement invariante dans les directions z et x ainsi
que la fonction δa(z, t) dans la direction z. Ainsi les fonctions d’autocorrØlations dØpendent
seulement de la position relative des points considØrØs :
E[δc(z1, x1)δc(z2, x2)] = C(z2 − z1, x2 − x1) (12)
E[δa(z1, t)δa(z2, t)] = A(z2 − z1, t)
oø E(X) dØsigne l’espØrance mathØmatique. À partir de la formule (10) donnant δ̂a en fonction
de a, on peut facilement obtenir l’expression suivante de la transformØe de Fourier Â de la
fonction d’autocorrØlation A :
Â(k, t) =
∫ a
a0
∫ a
a0
[Ψ(ka)]2N
[Ψ(ka1)Ψ(ka2)]N
aN
(a1a2)
N
2
Ĉ(k, a2 − a1)da1da2 (13)
oø Ĉ indique la transformØe de Fourier selon z de la fonction C.
À partir de cette expression, le comportement asymptotique de diffØrentes quantitØs statistiques
peut Œtre dØterminØ : le problŁme se rØduit à l’Øtude non triviale de certaines intØgrales. Dans la
suite, nous Øtudierons deux grandeurs signicatives pour l’Øtude du dØsordre : la variance σ de
la uctuation et sa distance de corrØlation L.
3.1 Etude du comportement de la variance de la fluctuation
La quantitØ considØrØe ici est :
E
[
(δa(z1, a)− δa(z2, a))
2
]
≡ σ
qui caractØrise la dØviation du front de la ssure par rapport à un front droit. Le comportement
asymptotique de σ pour des grandes valeurs de a dØpend de la valeur de α :
 si α > 3
2N
:
σ =
C˜(0, 0)
2pi(2Nα− 1)
(
a
a0
)2Nα−3 (z2 − z1
a0
)2 ∫ +∞
−∞
[Ψ(p)]2Np2dp
dans ce cas σ diverge pour a → +∞, d’autant plus que α est grand
 si α < 3
2N
:
σ =
C˜(0, 0)
2piN
(
z2 − z1
b
)2
F1[(a/b)
2i]
oø b est la distance de corrØlation de la constante de Paris connectØe au comportement
symptotique de ĉ(k, 0) pour k → +∞ et F1 une fonction dØpendante de a et b, entiŁrement
dØterminØe par Ψ.
Donc, dans le cas d’un matØriau Ølastique homogŁne ( = 0), σ tend vers une constante,
et oscille indØnement entre deux valeurs positives pour une ssure d’interface ( 6= 0).
Dans tous les cas, la dØviation du front de la ssure par rapport à un front droit c’est à dire le
dØsordre, est d’autant plus grande que α est grand, c’est à dire que le chargement est instable.
De plus l’inuence de l’hØtØrogØnØitØ ne change pas le comportement global de σ, mais lui
rajoute un caractŁre oscillant.
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3.2 Etude du comportement de la distance de corrélation
Par dØnition cette distance est donnØe par :
L ≡
( ∫ +∞
−∞
Â(k, a)dk∫+∞
−∞
Â(k, a)k2dk
)1/2
Le comportement asymptotique de L pour des grandes valeurs de a dØpend aussi de α :
 si α > 3
2N
:
L = a
√√√√ ∫ +∞−∞ [Ψ(p)]2Ndp∫ +∞
−∞
[Ψ(p)]2Np2dp
 si 1
2N
< α < 3
2N
:
L = b
(
a
a0
)Nα−1/2√√√√ N
2Nα− 1
∫ +∞
−∞
[Ψ(p)]2Ndp
F1[(a/b)2i]
 si α < 1
2N
:
L = Cst. ∗ b
√
ln a
F1[(a/b)2i]
On constate que L diverge quel que soit α, d’autant plus rapidement que α est grand, et que
là encore le paramŁtre  ne change pas le caractŁre divergent mais introduit uniquement des
oscillations supplØmentaires dans certains cas.
3.3 Explications qualitatives de ces observations
Une Øtude approfondie du terme [α− f(ka)] apparaissant dans l’Øquation diffØrentielle (9)
permet de constater qu’il dØcroit quant k augmente c’est à dire la longueur d’onde diminue, ceci
explique que les composantes de Fourier δâ(k, a) augmente d’autant plus vite que la longueur
d’onde est grande (k petit). Le systŁme a donc tendance à sØlectionner les composantes de Fou-
rier de grande longueur d’onde, ce qui explique l’accroissement de L, c’est à dire l’Øtalement
de la perturbation avec a. Par ailleurs, cet effet est d’autant plus grand que α est grand, ce qui
explique d’une part la croissance innie de la variance σ pour α grand, et sa croissance nie
pour α petit.
4 Conclusion
PremiŁrement nous avons mis en Øvidence, que mŒme si l’hØtØrogØnØitØ de l’interface in-
troduit souvent des oscillations, elle n’inuence pas le comportement gØnØral du dØsordre du
front par rapport au cas homogŁne. DeuxiŁment, il y a un effet de sØlection des composantes
de Fourier de grandes longueur d’onde, pour toutes les valeurs de α, caractØrisant la stabilitØ
(α petit) ou l’instablitØ (α grand) de propagation de la ssure sous chargement monotone. Cet
effet d’autant plus important que α est grand, permet de comprendre la croissance innie de la
variance, donc de la dØviation du front par rapport à sa position droite pour α grand, et l’aug-
mentation plus limitØ pour α petit. Il permet aussi de comprendre l’Øtalement progressif du front
prØdit par la croissance de la distance de corrØlation L.
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